Logarytmy

Cwiczenie A. Znajdz liczby oznaczone literami.

20=16 3v=27 4=2 1257=5 7°=45 10/ =0,001
Rozwazmy nastepujace pytania: Do jakiej potegi nalezy podnie$¢ liczbe 2, aby
otrzymac 32? Do jakiej potegi nalezy podnie$c¢ liczbe 2, aby otrzymac 307

Pytania te mozna przedstawi¢ za pomoca réwnan:

2% =32 2% =30
Latwo stwierdzi¢, ze rozwiazaniem pierwszego z tych réwnan jest liczba 5, po-
niewaz 2° = 32. Natomiast nie jest latwo ustali¢, jaka liczba spetnia drugie z tych

rownan. Liczbe spelniajacg réwnanie 2* = 30 nazywamy logarytmem liczby 30 przy
podstawie 2 i oznaczamy symbolem log, 30. Liczba ta wynosi okoto 4,91.

Podobnie liczbe spelniajaca rownanie 2* = 32 nazywamy logarytmem liczby 32 przy
podstawie 2 i oznaczamy log, 32. Zatem:

log,32 =5 log, 30 = 4,91
. . . n . liczba
Niech a i b oznaczaja liczby dodatnie i a # 1. logarytmowana
Logarytmem liczby b przy podstawie a nazywamy Ve
wyktadnik potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby loga b
otrzymac liczbe b. yd
d 71
Dlaa>0ia+0ib>0: log,b=x < a*=b 1%2;15;?31?1
Na przyktad:
_ 4_ 3 __ 2\ _3
log; 81 =4, bo 3* =81 log%i— 1, bo <§) =5

log;(0,001 = -3, bo 1073 = 1. =0,001  log;7=1, bo7'=7

10
logg2 = %, bo 83 = Y8=2 logs1=0, bo50=1

Cwiczenie B. Oblicz:
a) log,4, log,;10000, logy3, log, %, log% %, log%%

b) logg6, log:1, logy %, logg1, logs 5% logs;3!2
Zauwaz, ze z definicji logarytmu dla a > 0 i a # 1 oraz b > 0 wynikaja nastepujace
rownosci:

log,1=0 log,a=1 log, a? = b
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przyktad

- Oblicz log s 8.

log 58 = x

z historii

Na pomyst wprowadzenia logarytmow
jako pierwszy wpadt Szkot John Napier.
Swoje rozwazania opublikowat w 1614 r.
w ksigzce ,Opisanie cudownych zasad
logarytmow”. Logarytmy Napiera réznity
sie nieco od tych, ktérymi postugujemy
sie dzisiaj, ale stanowily tak ogromny
postep w metodach rachunkowych, ze
od razu wzbudzity ogromny entuzjazm.

Zastosowanie logarytméw do obliczen
astronomicznych pozwolito J. Keplerowi
odkry¢ prawa dotyczace ruchu planet.
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| szukana liczbe oznaczamy literg x

| log,b=x < a*=b

jesli ab=ac (a>0,a41),
tob=c

Zyjacy 150 lat p6zniej uczony francuski
Pierre Laplace twierdzil nawet, ze ,wy-
nalazek logarytméw (...) podwaja zycie
astronomom”.

Nazwe ,logarytm” wprowadzit sam Na-
pier. Powstala ona z greckich stéw logos
— mySlenie i arithmos — liczenie.
Wtasciwie nie wiadomo, jak naprawde
brzmiato jego nazwisko (by¢ moze Ne-
per lub Naper). Wiadomo jednak, ze
John Napier byt szkockim baronem,
a matematyka byfa tylko jego hobby.

Dla logarytmoéw przy podstawie 10 wprowadzono szczegdlne oznaczenie i nazwe.

Logarytm przy podstawie 10 nazywamy
logarytmem dziesietnym i zamiast pi-
sac log,o b, mozemy pisac¢ logb.

logb oznacza to samo co log;ob

Logarytmy dziesietne mozna tatwo oblicza¢, gdy
mamy do dyspozycji odpowiedni kalkulator. Stuzy
do tego klawisz z napisem log.

log In

Cwiczenie C. Oblicz za pomoca kalkulatora:

log6 1log89 1log0,2 log1500
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ciekawostka...

Oprocz klawisza log stuzacego do obliczania logarytmoéw dziesietnych, na kalku-
latorach znalez¢ tez mozna klawisz [n. Stuzy on do obliczania tzw. logarytméw
naturalnych, to znaczy takich, ktérych podstawa jest pewna liczba, nazywana licz-
ba e. Liczba ta ma szczegdllne znaczenie. Pojawia sie we wzorach i zalezno$ciach
w wielu réznych dziatach matematyki. Liczba e jest niewymierna, ponizej zapisano
kilkanasScie cyfr jej rozwiniecia dziesietnego.

e=2,7182818284904...
Oto przyktady tylko niektérych wzoréw i zalezno$ci ze wspoélczesnej matematyki,
w ktérych pojawia sie liczba e:

—> Pole obszaru zacieniowanego na ry- —> Niech p, (dla n > 2) oznacza iloczyn
sunku ponizej jest réwne 1. wszystkich liczb pierwszych mniej-
szych lub réownych n (czyli p, = 2,

Y ps =23, ps=2-3, ps=2-3-5..).
1 Woéwczas wyrazy ciagu {/p, to coraz
doktadniejsze przyblizenia liczby e.
0
2
> e=2+ .
g | R 4 4
1-2 7123 " 1-2:3-4 3+ :
4+

Liczbe e wprowadzit do matematyki w XVIII wieku szwajcarski matematyk Leonard

2 3
Euler (czyt. Ojler). Zauwazyt on, ze kolejne wyrazy ciggu liczb: (1 + %) , (1 + %) .

4
(1 + %) , ... zblizaja sie do pewnej liczby, ktéra nazwat liczba e.

Ciag (1 + %)n pojawit sie po raz pierwszy przy okazji rozwazan dotyczacych pro-
centu sktadanego, prowadzonych w 1683 roku przez szwajcarskiego matematyka
Jakuba Bernoulliego.

Zat6zmy, ze kwote 1zl wplacamy na lokate, ktorej oprocentowanie wynosi p %
w stosunku rocznym. Wowczas stan konta po roku zalezy od tego, jak czesto ka-
pitalizowane sg odsetki.

Stan konta po roku Jak czesto kapitalizowane sa odsetki
(1 + 1’640)1 1 raz dolicza sie odsetki (po roku)
(1 + 2-{%)2 2 razy dolicza sie odsetki (co p6t roku)
(1 + 12ﬁ00)12 12 razy dolicza sie odsetki (co miesiac)
(1 + n-ijoo )n n razy w roku dolicza sie odsetki

Gdy przyjmiemy, ze oprocentowanie jest rowne 100%, to stan konta po roku przy
n okresach doliczania odsetek bedzie wynosit (1 + %)n Poniewaz wyrazy ciggu
(1 + %)n nigdy nie przekraczajq liczby e ~ 2,72, wiec nawet gdyby odsetki doliczane
byty co utamek sekundy, to stan konta po roku nigdy nie przekroczy 2,72 zi.
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zadania

1. Zapisz za pomocq logarytmu liczby a, b, c i d:

5[1

=10 (l)b=7

4

0,02¢ = % 104 =0,6

2. Zastap podana réwno$¢ odpowiednia réwnoscia typu a? = c.

logg 4 = 5

2

log;1=0

log; 1%—5 =-3 log /10 = %

3. Zastap podana réwno$¢ odpowiednia réwnoscia typu log, b = c.

3° =243

4. 7Znajdz x:
a) log, x=4
b) log% x=5

C) loggx = %

5. Znajdz x:

a) log, 125 =3
b) log, 10000 = 2
c) log,v/2=1

63 =_L

6
d) log2 x=-1
e) log, x=-5

f) log sx= %

d) log,3=1
e) log,3°=3
f) log,7=-1

0_ 2\3 _ 27
wer ()=
g) logx=1
h) logx =-2
i) logx=%
g) log,5=-2

h) log,0,0001= -8

i) log, 0,5 = —%

6. Znajdz liczby a, b i ¢ spelniajace warunki:

a) logsa=3
log% % =b
log. 16 =4

7. Oblicz:
a) log, 16

log% 3

log; 2
logy 30,027
log 1 100

b) logéa=% c) log za=-4
log, V7 =hb logy, vV10=b
log. 100 = -2 log.3 = %

b) logs 5 c) log10 d) log; /3
log; 1 log 0,1 log% 2
logs 53 log 10° log% 9
logg 83 log 1000 logs V/5

. 3 1
log% I log /10 logg 36
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8. Oblicz:

a) log,, 100 log, % log% 4 logg % log; % log% %

b) log: V5 log, 5 & logz V1,5 log, V2 logg »5 8 logs 33

o log55 logz27  logp4v2  logys6  logyv/10  log,7 /49

9. Przedstaw liczbe I jako logarytm pewnej liczby przy podstawie p.

a)l=4, p=3 f) I=-2, p=6
b)lI=3, p=2 g l=-4, p=0,1
ol=5 p=1 hi=1, p=10
di=1 p=7 uz:-% p=2
e) =0, p=3 Dil=-3 p=3
10. Oblicz:

1
5

-6
a) log; 5-% logs (5%)" logs (5?> logs (57%)

b) log,(6'5)* log,, L log(V/6)? log,; L
) logg( 86 36 86(+/6) g6m

V) log% 24 log% ((0,5)7)8 log% 413 log%(\ﬁ)18

11. Dla kazdego z podanych wyrazen zapisz warunki, jakie musza spelnia¢ zgodnie

z definicja logarytmu liczby a, b, c i d, i oblicz warto$¢ tego wyrazenia.

a) log, a* log, a*? log, Va? log, % log, a—z

7a
b) log, b log,2 b log 5 b log% b log 1 b

¥

) log. c* log.s ¢® log z c? log: c3 log 1 c!'0
c c2

3
d) log,;. vVd log s % log s v/d log, % log%a di

@ 12. Wyznacz z podanego wzoru wskazana wielko$¢.

a) a=p~, k d) D=logs(m+1), m
b) P=Matl, t e) M=m-log,r, r
c) 3+vi=T, a f) v=wlog(ab), a
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